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Àííîòàöèÿ
Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ óäàðíûìè âîëíàìè è êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè òèïà
ãàç  ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîäèêà íà îñíîâå ìåòîäà CIP-CUP áåç ÿâíîãî
âûäåëåíèÿ êîíòàêòíûõ ãðàíèö. Áîëåå ðàííèé âàðèàíò ìåòîäèêè ðàññ÷èòàí íà èñïîëüçîâà-
íèå äåêàðòîâûõ ñåòîê, ìîäèôèöèðîâàííûé âàðèàíò îðèåíòèðîâàí íà íåñòðóêòóðèðîâàí-
íûå Soroban-ñåòêè. Ñðàâíèâàþòñÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ðàâíîìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ
ñåòêàõ è äèíàìè÷åñêè-àäàïòèâíûõ Soroban-ñåòêàõ. Ïîêàçàíî, ÷òî Soroban-ñåòêè ïîçâî-
ëÿþò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ïî òî÷íîñòè ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøåì
÷èñëå óçëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä CIP-CUP, ðàâíîìåðíûå ñòàöèîíàðíûå ñåòêè, àäàïòèâíûå
Soroban-ñåòêè, óäàðíûå âîëíû, êîíòàêòíàÿ ãðàíèöà
1. Ââåäåíèå
Çàäà÷è êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñæèìàåìûõ ñðåä (ãàçà, æèäêîñòè), â êîòî-
ðûõ ãðàíèöû êîíòàêòà ìîãóò ïðåòåðïåâàòü çíà÷èòåëüíûå äåôîðìàöèè, à ñâîéñòâà
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñðåä ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ñëîæ-
íûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó
î ñõëîïûâàíèè êàâèòàöèîííîãî ïóçûðüêà âáëèçè òâåðäîé ñòåíêè, âîçíèêàþùóþ
â ðàìêàõ èññëåäîâàíèé êàâèòàöèîííîãî ðàçðóøåíèÿ. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðî-
âàíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ âçàèìîäåéñòâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ ñèëüíûìè äåôîðìà-
öèÿìè ìåæôàçíûõ ãðàíèö, ïðèìåíåíèå ëàãðàíæåâûõ èëè ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâûõ
ìåòîäîâ ñ ÿâíûì âûäåëåíèåì ãðàíèö êîíòàêòà ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûìè
òðóäíîñòÿìè ïðè ïîñòðîåíèè ñåòîê. Â äàííîé ñèòóàöèè ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíûì
èñïîëüçîâàíèå ýéëåðîâà ïîäõîäà, êîòîðûé íå òðåáóåò ÿâíîãî âûäåëåíèÿ ãðàíèö
ðàçäåëà ñðåä. Íî ïðè òàêîì ïîäõîäå ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì ïðèìåíåíèå òðà-
äèöèîííûõ êîíñåðâàòèâíûõ ìåòîäîâ ðàñ÷åòà ñæèìàåìûõ ñðåä, õîðîøî îïèñûâàþ-
ùèõ äèíàìèêó íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé (íàïðèìåð, ìåòîäà Ñ.Ê. Ãîäóíîâà), èç-çà
ïîÿâëåíèÿ íåôèçè÷íûõ îñöèëëÿöèé äàâëåíèÿ âáëèçè ìåæôàçíûõ ãðàíèö [1]. Òà-
êèì îáðàçîì, íåîáõîäèì ìåòîä ðàñ÷åòà, ïîçâîëÿþùèé â ðàìêàõ ýéëåðîâà ïîäõîäà
ñêâîçíûì îáðàçîì ðàññ÷èòûâàòü äèíàìèêó êîíòàêòèðóþùèõ ñæèìàåìûõ ñðåä ñ
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè.
Ðàíåå àâòîðàìè áûëà ðåàëèçîâàíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà, îñíîâàííàÿ íà ñêâîçíîì
âû÷èñëåíèè óäàðíûõ âîëí è êîíòàêòíûõ ðàçðûâîâ ìåòîäîì CIP-CUP (Constrained
Interpolation Prole - Combined Unied Procedure) [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì äåêàðòî-
âûõ ñòàöèîíàðíûõ ðàçíåñåííûõ ñåòîê [3, 4]. Äàííàÿ ìåòîäèêà áûëà èñïîëüçîâàíà
äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ íåñôåðè÷åñêîé äèíàìèêè ïóçûðüêà âáëèçè ñòåíêè, â êîòîðûõ
ìåæôàçíàÿ ãðàíèöà áûëà êðèâîëèíåéíîé, ñèëüíî äåôîðìèðîâàëàñü, áûñòðî è çíà-
÷èòåëüíî ïåðåìåùàëàñü. Ïðèõîäèëîñü èñïîëüçîâàòü ãóñòûå ðàâíîìåðíûå ñåòêè èëè
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íåðàâíîìåðíûå ñåòêè ñî ñãóùåíèåì â áîëüøîé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ÷òî ïðèâî-
äèëî ê çíà÷èòåëüíûì çàòðàòàì êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. Î÷åâèäíî, äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìûõ çàäà÷ ñ óäàðíûìè âîëíàìè, ïåðåìåùàþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè ãðàíèöàìè,
à òàêæå èõ âçàèìîäåéñòâèåì áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû àäàïòèâíûå ñåòêè, ñãóùà-
þùèåñÿ â îêðåñòíîñòè áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ è ðàçðåæåííûå â îáëàñòÿõ,
ãäå ãðàäèåíòû ðåøåíèÿ ìàëû. Ïðè ýòîì âàæíî, ÷òîáû èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ñåòîê
íå áûëî îãðàíè÷åíî òðóäíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ èõ äåôîðìàöèåé è äâèæåíèåì.
Â ðàáîòå [5] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íåñòðóêòó-
ðèðîâàííîé Soroban-ñåòêîé è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà CIP-CUP. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìåòîäèêè ðàñ÷åòà íà îñíîâå ìå-
òîäà CIP-CUP è ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ ñ ïðèìåíåíèåì Soroban-ñåòîê è
ðàâíîìåðíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñåòîê.
2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
Â ñëó÷àå äâóõ êîíòàêòèðóþùèõ ñðåä  ãàçà è æèäêîñòè  äëÿ îïðåäåëåíèÿ òåêó-
ùåãî ïîëîæåíèÿ êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïðè åå ñêâîçíîì ðàñ÷åòå, êàê è â [6], âîäèòñÿ
ôóíêöèÿ-èäåíòèôèêàòîð ' . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 6 ' 6 1 : â îáëàñòè æèäêî-
ñòè ' = 1 , â îáëàñòè ãàçà ' = 0 , à â ìàëîé îêðåñòíîñòè èõ êîíòàêòíîé ãðàíèöû
' íåïðåðûâíà è ìîíîòîííî ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 1 . Èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ' îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà
@'
@t
+ (u  r)' = 0; (1)
ãäå u  ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü ñðåäû.
Äèíàìèêà ãàçà è æèäêîñòè áåç ó÷åòà ýôôåêòîâ âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ýéëåðà, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
ïëîòíîñòü  , ñêîðîñòü u è äàâëåíèå p
@
@t
+ (u  r) =  r  u ;
@u
@t





+ (u  r)p =  C 2S r  u ;
(2)
ñêîðîñòü çâóêà CS = 'CS1 + (1   ')CS2; CSi =
p
 i(p+Bi)=; i = 1; 2 ,  1; B1 
êîíñòàíòû óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Òýòà äëÿ æèäêîñòè è  2 = ;B2 = 0 äëÿ ãàçà (
 ïîêàçàòåëü àäèàáàòû).
3. Ìåòîäèêà ðåøåíèÿ
×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ðàñùåïëåíèÿ




+ (un  r)n = 0; u
   un
t
+ (un  r)un = 0; p
   pn
t
+ (un  r)pn = 0; (3)












=  C 2S run+1: (4)
×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÑÐÅÄ ... 3
Äëÿ ðàñ÷åòà íàáîðà óðàâíåíèé ïåðåíîñà (1), (3) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä CIP [6]  îäèí
èç âàðèàíòîâ ïîëóëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ. Â ýòèõ ìåòîäàõ íà êàæäîì âðåìåííîì
øàãå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå è õàðàêòåðèñòèêè ëàãðàíæåâîé ÷àñòèöû,




+ (u  r)f = 0
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Ëàãðàíæåâà èíâàðèàíòà f(x; t) = f(x0; t t) , ãäå x0  êîîðäè-
íàòû ÷àñòèöû ñðåäû â ìîìåíò t t , êîòîðàÿ, ïåðåìåùàÿñü ñî ñêîðîñòüþ u , ïîïà-
äàåò â ìîìåíò t â òî÷êó x . Òî÷êà x ñîâïàäàåò ñ óçëîì ñåòêè, â òî âðåìÿ êàê x0  â
îáùåì ñëó÷àå íåò. Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå äëÿ âñåõ óçëîâ ñåòêè
íóæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå îòïðàâíûõ òî÷åê x0 è çíà÷åíèå f(x0; t t) . ×òîáû
íàéòè f(x0; t  t) , â ÿ÷åéêå, â êîòîðîé îêàçàëàñü òî÷êà x0 , ñòðîèòñÿ èíòåðïîëÿ-
öèîííûé ïðîôèëü ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé f â óçëàõ ýòîé ÿ÷åéêè. Êîíêðåòíûé
âàðèàíò ìåòîäà CIP îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè, çàäàâàåìûìè ïðè ïîñòðîåíèè èíòåð-
ïîëÿöèîííîãî ïðîôèëÿ. Ýòè óñëîâèÿ âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷àå-
ìàÿ ñõåìà îáëàäàëà íåêîòîðûìè æåëàåìûìè ñâîéñòâàìè, òàêèìè, íàïðèìåð, êàê
ìàëûå äèôôóçèÿ è äèñïåðñèÿ, îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé, êîíñåðâàòèâíîñòü.
Äëÿ ðàñ÷åòà íåêîíâåêòèâíîé ÷àñòè (4) ïðèìåíÿåòñÿ èäåîëîãèÿ ìåòîäîâ MAC [7]














×òîáû èçáåæàòü ñóùåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèé íà âðåìåííîé øàã â ñëó÷àå ñëàáîñæè-
ìàåìûõ ñðåä, ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ íåÿâíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé
ðåëàêñàöèè. Ïîñëå ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü. Ýòà ïðî-
öåäóðà (Unied Procedure [2]) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé ñ øèðî-
êèì äèàïàçîíîì ñæèìàåìîñòè ñðåäû. Êðîìå òîãî, îíà ýôôåêòèâíà íà êîíòàêòíûõ
ãðàíèöàõ ñ ïåðåïàäîì ïëîòíîñòè áîëåå ÷åì â 1000 ðàç.
Ìåòîä CIP-CUP íå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì, ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ
óäàðíûìè âîëíàìè â àëãîðèòì ðàñ÷åòà äîáàâëÿåòñÿ ñòàäèÿ
un+1 = un+1íåâÿçê +t
nQu ;
pn+1 = pn+1íåâÿçê +t
nQp ;
ãäå un+1íåâÿçê è p
n+1




rqv; Qp =  (  1)qvr  u;
qv = cv ( CSU+ + 1
2
U2); U = min(0; r  u);
 = ' 1 + (1  ') 2; cv = 'cv;1 + (1  ')cv;2;
cv;1; cv;2  êîýôôèöèåíòû èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè äëÿ æèäêîñòè è ãàçà,  =
(xy)1=2 , x;y  ëîêàëüíûå øàãè ñåòêè [5].
Â ñâîèõ ïåðâîíà÷àëüíûõ âåðñèÿõ ìåòîä CIP-CUP áûë îðèåíòèðîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèå äåêàðòîâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðàçíåñåííûõ ñåòîê. Íî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âî
ââåäåíèè, â çàäà÷àõ ñ óäàðíûìè âîëíàìè è áûñòðî èçìåíÿþùèìèñÿ êîíòàêòíûìè
ãðàíèöàìè áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíû äèíàìè÷åñêè-àäàïòèâíûå ñåòêè. Â [5] ïðåäëî-
æåí ñïîñîá äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ïîñðåäñòâîì íåñòðóêòóðèðîâàííîé
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Soroban-ñåòêè (îò ÿïîí. soroban  ñ÷åòû). Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè îòñóòñòâèè ñâÿçåé
ìåæäó óçëàìè â âèäå ÿ÷ååê âîçíèêàþò îãðàíè÷åíèÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíåñåí-
íûõ ñåòîê. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâèå òàêèõ ñâÿçåé îñâîáîæäàåò îò îãðàíè÷å-
íèé, îáóñëîâëåííûõ äåôîðìàöèÿìè ñåòêè.
Âèä äâóìåðíîé Soroban-ñåòêè ïîêàçàí íà ðèñ. 1 à. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð
óçëîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà íàïðàâëÿþùèõ ëèíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ, íàïðèìåð, îñè
Ox . Äëÿ àäàïòàöèè ñåòêè ê ðåøåíèþ èñïîëüçóåòñÿ ìîíèòîð-ôóíêöèÿ M , êîòîðàÿ
â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä







1A ; x 2 [xS ; xE ]:
Çäåñü f  êàêîé-ëèáî ïàðàìåòð ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ïëîòíîñòü, xS , xE  êîîðäèíà-
òû íà÷àëà è êîíöà îòðåçêà, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ ñåòêà. Ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû
 ,  ðåãóëèðóþò ðîñò ôóíêöèè M â îáëàñòÿõ ñ ðåçêèì èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà
f èëè åãî ïðîèçâîäíîé @f=@x , ñîîòâåòñòâåííî, Mmax  êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ
ñîîòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî øàãîâ ñåòêè. Óçëû ñåòêè ñãóùàþò-
ñÿ â îêðåñòíîñòÿõ ìàêñèìóìîâ ôóíêöèè M . Íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñòðîèòñÿ
íîâàÿ ñåòêà, àäàïòèðóþùàÿñÿ ê îñîáåííîñòÿì ðåøåíèÿ. Êîëè÷åñòâî è ïîëîæåíèå















Ðèñ. 1. Äâóìåðíàÿ Soroban-ñåòêà, j  íîìåð ëèíèè, i  íîìåð óçëà (à). Îñîáåííîñòè
äèñêðåòèçàöèè íà Soroban-ñåòêå (á ). Ñèìâîëû   óçëû ñåòêè, ñèìâîëû   òî÷êè, â
êîòîðûõ çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèåé. Óçåë
C  öåíòðàëüíûé óçåë øàáëîíà





íà êàæäîì îòðåçêå áóäóùåé ñåòêè èç Nn+1 óçëîâ ðàâíî îäíîìó è òîìó æå çíà÷å-









Ïîñêîëüêó I  ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ôóíêöèè
I 1 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé I







×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÆÈÌÀÅÌÛÕ ÑÐÅÄ ... 5
ãäå int()  îêðóãëåííîå äî öåëîãî ÷èñëà çíà÷åíèå, xmax  çàäàííûé ìàêñèìàëü-
íûé øàã ñåòêè. Åñëè ôóíêöèÿ M ïðèíèìàåò âåçäå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå (ðàâ-
íîå 1), òî ñòðîèòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì xmax . Ïðè ïîñòðîåíèè íåðàâíî-
ìåðíîé ñåòêè ìèíèìàëüíûé øàã âû÷èñëÿåòñÿ êàê xmin = xmax=Mmax .
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîíèòîð-ôóíêöèÿ èìååò âèä
M(x; y; t) =












ãäå x 2 [xS ; xE ] , y 2 [yS ; yE ] . Ïðè ïîñòðîåíèè Soroban-ñåòêè ñíà÷àëà îïðåäåëÿþòñÿ
íîâûå ïîçèöèè ëèíèé yn+1j ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîìåðíîé ôóíêöèè
My(y; t) = q max
xS6x6xE




M(x; y; t)dx; 0 6 q 6 1:
Çàòåì äëÿ êàæäîé íîâîé ëèíèè yn+1j îïðåäåëÿþòñÿ íîâûå ïîçèöèè óçëîâ.
Â [5] ïðåäëîæåíà òàêæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà CIP-CUP, â
÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ íà àäàï-
òèâíîé íåñòðóêòóðèðîâàííîé íåðàçíåñåííîé Soroban-ñåòêå èìååò íåêîòîðûå îñî-
áåííîñòè. Ïðîèçâîäíûå ïî x â óçëå C (ðèñ. 1 á ) àïïðîêñèìèðóþòñÿ öåíòðàëüíûìè
ðàçíîñòÿìè íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ èñïîëüçîâàíèåì óçëîâ C;Cp; Cm . Äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ ïî y â óçëå C òðåáóþòñÿ
çíà÷åíèÿ ðàñ÷åòíûõ ïàðàìåòðîâ â òî÷êàõ S è N . Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ïðèìåíÿ-
åòñÿ CIP-èíòåðïîëÿöèÿ. Êðîìå òîãî, àïïðîêñèìàöèÿ îòíîøåíèÿ rp= â óçëå C
(ðèñ. 1 á ) äëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç (4) ñòðîèòñÿ ïîäîáíî àïïðîêñèìàöèè íà ðàç-
íåñåííûõ ñåòêàõ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ çíà÷åíèé rp= íà
ãðàíÿõ êîíòðîëüíîãî îáúåìà (ïîêàçàí øòðèõîâîé ëèíèåé), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ñå-
ðåäèíû èíòåðâàëîâ ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûì óçëîì è ñîñåäíèìè óçëàìè. Êðîìå
òîãî, àïïðîêñèìàöèÿ äèâåðãåíöèè ñêîðîñòè â óçëå C â óðàâíåíèè (5) ñòðîèòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà ãðàíÿõ êîíòðîëüíîãî îáúåìà.
Òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ â ñåðåäèíàõ èíòåðâàëîâ ìåæäó óçëàìè ñåòêè òàê-
æå îïðåäåëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì CIP-èíòåðïîëÿöèè.
4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ
Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå îïèñàííûõ ìåòîäèê ðàñ÷åòà íà ïðèìåðàõ çàäà÷ î
ðàñïàäå ïëîñêîãî è öèëèíäðè÷åñêîãî ðàçðûâîâ íà ãðàíèöå æèäêîñòü  ãàç ñ âûñî-
êèì äàâëåíèåì. Ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàðîé ìåòîäèêè íà îñíîâå
CIP-CUP íà ñòàöèîíàðíûõ ðàâíîìåðíûõ ðàçíåñåííûõ ñåòêàõ, ñ èñïîëüçîâàåíèåì
íîâîé ìåòîäèêè íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè CIP-CUP íà íåðàçíåñåííûõ àäàïòèâíûõ
Soroban-ñåòêàõ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íîâàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíÿëàñü òàêæå â ñî÷åòàíèè ñ
ðàâíîìåðíûìè ñòàöèîíàðíûìè íåðàçíåñåííûìè ñåòêàìè.
4.1. Ðàñïàä ïëîñêîãî ðàçðûâà íà ãðàíèöå ñèëüíî ñæàòûé ãàç  æèä-
êîñòü. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ãàç ( = 1:4) è æèäêîñòü (  = 7:15 , B = 3072
áàð) ïîêîÿòñÿ (u = 0) , à äàâëåíèå íà ïëîñêîé êîíòàêòíîé ãðàíèöå x0 = 1200 ì
òåðïèò ðàçðûâ. Â îáëàñòè ãàçà (x < x0) : p = 10
4 p0 ,  = 0:72 0 , ' = 0 , â îáëàñòè
æèäêîñòè (x > x0) : p = p0 = 1 áàð,  = 0 = 10
3 êã/ì3 , ' = 1 .
Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ,
ïîëó÷åííûå â îáëàñòè 0  x  3000 ì ñ ïðèìåíåíèåì ñòàöèîíàðíûõ ðàâíîìåðíûõ
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Ðèñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè ïðè t = 0:6 ñ
â çàäà÷å î ðàñïàäå ïëîñêîãî ðàçðûâà íà ãðàíèöå x = x0 ìåæäó ñèëüíî ñæàòûì ãàçîì è
æèäêîñòüþ, ïîëó÷åííûå ïî ñòàðîé ìåòîäèêå íà ðàâíîìåðíîé ðàçíåñåííîé ñåòêå (àâ) è
ïî íîâîé ìåòîäèêå íà íåðàçíåñåííîé Soroban-ñåòêå (ãå) è íà íåðàçíåñåííîé
ðàâíîìåðíîé ñåòêå (æè). Êðèâûå áåç ñèìâîëîâ  àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êðèâûå ñ
ñèìâîëàìè   ÷èñëåííîå ðåøåíèå (ñèìâîëû ñîîòâåòñòâóþò óçëàì ñåòîê),
u = 318:17 ì/ñ
ðàçíåñåííîé è íåðàçíåñåííîé ñåòîê èç 100 óçëîâ ñ øàãîì x = 30 ì, à òàêæå íà
îäíîìåðíîé Soroban-ñåòêå ñ ìèíèìàëüíûì øàãîì xmin = x=3 è ìàêñèìàëüíûì
øàãîì xmax = 7 x ,  = 0:6 ,  = 0:3 . Ïðè ðàñ÷åòå íà Soroban-ñåòêå íà÷àëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîæíî çàäàâàòü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Â äàííîì ñëó÷àå
îíî çàäàâàëîñü íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èç 200 óçëîâ. Ïðè ýòîì íà÷àëüíàÿ îáëàñòü
ðàçðûâà, ê êîòîðîìó àäàïòèðóåòñÿ Soroban-ñåòêà, èìååò ìåíüøóþ øèðèíó, ÷åì
åñëè áû íà÷àëüíûå äàííûå çàäàâàëèñü íà ñåòêå èç 100 óçëîâ, ÷òî ïîëîæèòåëüíî
ñêàçûâàåòñÿ íà êà÷åñòâå ðåøåíèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè cv;1 = 0:4 , cv;2 = 0 .
Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíûõ ñõåì øàã ïî âðåìåíè îáû÷íî âûáèðàþò èç óñëîâèÿ
óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åãî ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå






ãäå min[ ]  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, kCRT  ÷èñëî Êó-
ðàíòà. Óñëîâèå Êóðàíòà íå èìååò îòíîøåíèÿ ê óñòîé÷èâîñòè ñõåìû CIP-CUP, íî
ïàðàìåòð kCRT óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðè âûáîðå øàãà ïî âðåìåíè. Íàïðèìåð, â [4]
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè CIP-CUP ñ kCRT > 1 äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷ ñ óäàðíû-
ìè âîëíàìè ìîæåò âîçíèêàòü ÷ðåçìåðíîå ðàçìûâàíèå èõ ôðîíòà. Â äàííîì ñëó÷àå
ðàñ÷åòû íà ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ïðîâîäèëèñü ïðè kCRT = 0:2 , íà Soroban-ñåòêå 
ïðè kCRT = 0:6 . Øàã ïî âðåìåíè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîñòàâëÿë îêîëî 2  10 3 ñ.
Â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ðàçðûâà âîçíèêàþò óäàðíàÿ âîëíà, óõîäÿùàÿ â îáëàñòü
æèäêîñòè, è âîëíà ðàçðåæåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ â îáëàñòü ãàçà. Êîíòàêòíûé







Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ Soroban-ñåòêè ïðè ðàñ÷åòå ðàñïàäà ðàçðûâà íà
ãðàíèöå ñèëüíî ñæàòûé ãàçæèäêîñòü
ðàçðûâ ñëåäóåò çà óäàðíîé âîëíîé. Êàê âèäíî, â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ íîâîé ìåòî-
äèêè íà Soroban-ñåòêå (ðèñ. 2 ãå) äîñòèãàåòñÿ íàèëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ñ òî÷íûì
ðåøåíèåì, îñîáåííî â îêðåñòíîñòè óäàðíîé âîëíû è êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. Soroban-
cåòêà ñãóùàåòñÿ â îêðåñòíîñòè âîëíû ðàçðåæåíèÿ, óäàðíîé âîëíû è êîíòàêòíîãî
ðàçðûâà, ðàçðåæåíà â ïðîìåæóòî÷íûõ îáëàñòÿõ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî åå óçëîâ
íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàñ÷åòà îñòàåòñÿ ìåíüøå 90 (ðèñ. 3). Â ÷èñëåííîì ðåøåíèè,
ïîëó÷åííîì ñ ïðèìåíåíèåì ñòàðîé ìåòîäèêè íà ðàâíîìåðíîé ðàçíåñåííîé ñåòêå èç
100 óçëîâ (ðèñ. 2 àâ) óäàðíàÿ âîëíà è êîíòàêòíûé ðàçðûâ ðàçìûòû çàìåòíî áîëü-
øå. Ïðèìåíåíèå æå íîâîé ìåòîäèêè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå îêàçûâàåòñÿ íàèìåíåå
ýôôåêòèâíûì (ðèñ. 2æè): âîçíèêàåò ñèëüíàÿ íåìîíîòîííîñòü íà ôðîíòå óäàðíîé
âîëíû.
4.2. Ðàñïàä öèëèíäðè÷åñêîãî ðàçðûâà íà ãðàíèöå ñèëüíî ñæàòûé ãàç
 æèäêîñòü (öèëèíäðè÷åñêèé âçðûâ â æèäêîñòè). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè âíóòðè öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè (îáëàñòè âçðûâà) c ðàäèóñîì r < 450 ì íà-
õîäèòñÿ ãàç ñ p = 104  p0 ,  = 0:72  0 ,  = 1:4 , ' = 0 , à ñíàðóæè ýòîé îáëàñòè 
æèäêîñòü ñ p = p0 = 1 áàð,  = 0 = 10
3 êã/ì3 ,   = 7:15 , B = 3072 áàð, ' = 1 .
Ãàç è æèäêîñòü íåïîäâèæíû (u = 0) . Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äàííàÿ çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé (åå ðåøåíèå çàâèñèò ëèøü îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû
r ), íî â äàííîì ñëó÷àå îíà ðåøàëàñü â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
0  x  3000 ì, 0  y  3000 ì, öåíòð îáëàñòè, çàíÿòîé ãàçîì, ïîëàãàëñÿ â òî÷êå
x0 = 1500 ì, y0 = 1500 ì.
Âàæíûå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è
â ïðîìåæóòêå âðåìåíè 0  t  0:33 ñ õàðàêòåðèçóåò ðèñ. 4. Çäåñü ïðèâåäåíû
ïðîôèëè äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè, ðàññ÷èòàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ñòàðîé
ìåòîäèêè íà ðàçíåñåííîé ñòàöèîíàðíîé äåêàðòîâîé ñåòêå äîñòàòî÷íîãî ðàçðåøåíèÿ
400 400 , kCRT = 0:4 , ãäå












Èñïîëüçîâàëàñü èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü ñ cv;1 = 0:4 , cv;2 = 0 . Â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà
ðàçðûâà íà êîíòàêòíîé ãðàíèöå âîçíèêàþò öèëèíäðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíî ðàñõîäÿùà-
ÿñÿ â æèäêîñòè óäàðíàÿ âîëíà è öèëèíäðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíî ñõîäÿùàÿñÿ â ãàçå âîë-
íà ðàçðåæåíèÿ. Êîíòàêòíûé ðàçðûâ äâèæåòñÿ çà óäàðíîé âîëíîé. Ïðåäñòàâëåííûé
ïðîìåæóòîê âðåìåíè îõâàòûâàåò ïðîöåññ ôîêóñèðîâêè â öåíòðå ãàçîâîé îáëàñòè
è îòðàæåíèÿ îò íåãî ñõîäÿùåéñÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ. Â äàííîé çàäà÷å àìïëèòóäà
ñõîäÿùåéñÿ âîëíû ðàçðåæåíèÿ ñî âðåìåíåì âîçðàñòàåò, à àìïëèòóäà ðàñõîäÿùåéñÿ
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Ðèñ. 4. Çàäà÷à î öèëèíäðè÷åñêîì âçðûâå â æèäêîñòè. Ïðîôèëè äàâëåíèÿ (à), ïëîòíîñòè
(á ) è ñêîðîñòè (â) â ñå÷åíèè y = y0 â ìîìåíòû âðåìåíè t = 0 (êðèâûå 1), t = 0:1 ñ
(êðèâûå 2), t = 0:22 ñ (êðèâûå 3) è t = 0:33 ñ (êðèâûå 4), x = x0 ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó
îáëàñòè âçðûâà, u = 318:2 ì/ñ  ñêîðîñòü êîíòàêòíîé ãðàíèöû ïðè ðàñïàäå
àíàëîãè÷íîãî ïëîñêîãî ðàçðûâà
óäàðíîé âîëíû, íàîáîðîò, óáûâàåò, òîãäà êàê ïðè ðàñïàäå àíàëîãè÷íîãî ïëîñêîãî
ðàçðûâà îíè îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Êðîìå òîãî, ñêà÷îê ïëîòíîñòè íà êîíòàêò-
íîé ãðàíèöå ïðè ðàñïàäå öèëèíäðè÷åñêîãî ðàçðûâà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàìåòíî
âîçðàñòàåò.
Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýòîé çàäà÷è ñ ïðèìåíåíèåì ñòà-
öèîíàðíûõ äåêàðòîâûõ ðàçíåñåííûõ è íåðàçíåñåííûõ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê, à òàêæå
Soroban-ñåòêè. Èñïîëüçîâàëèñü ðàâíîìåðíûå ñåòêè èç 100100 óçëîâ c x = y =
30 ì è èç 400  400 óçëîâ c x = y = 30=4 ì, Soroban-ñåòêà ñ xmin = 30=4 ì,
xmàõ = 8  30 ì (  = 1:1 ,  = 0:73 , q = 1). Ñèìâîëû  è + â ïðîôèëÿõ ïëîòíîñòè
íà ðèñ. 5 â, å, è ñîîòâåòñòâóþò óçëàì ñåòîê. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïðè kCRT = 0:4
(6). Øàã ïî âðåìåíè ñîñòàâëÿë ïðèìåðíî 2  10 3 íà ñåòêå 100  100 è ïðèìåðíî
5:5  10 4 íà ñåòêå 400  400 è Soroban-ñåòêå. Ïðè èñïîëüçîâàíèè Soroban-ñåòêè
íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè çàäàâàëîñü íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå èç 400 400 óçëîâ, èçîëèíèè ïëîòíîñòè íà ðèñ. 5 ä ïîëó÷åíû èíòåð-
ïîëÿöèåé íà ðàâíîìåðíóþ ñåòêó 400 400 .
Èçìåëü÷åíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè, êàê âèäíî íà ðèñ. 5 àâ, ïðèâîäèò ê áîëüøåé
öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè â ðåøåíèè, óìåíüøåíèþ øèðèíû ðàçìûòîãî ôðîíòà
ðàñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû è êîíòàêòíîãî ðàçðûâà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè Soroban-
ñåòêè ÷èñëåííîå ðåøåíèå (ðèñ. 5 ä, å) ïîëó÷àåòñÿ áëèçêèì ê ðåøåíèþ, ðàññ÷èòàí-
íîìó ñ ïðèìåíåíèåì ñòàðîé ìåòîäèêè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå èç 400  400 óçëîâ
(ðèñ. 5 á, â). Â ÷àñòíîñòè, áëèçêèìè îêàçûâàþòñÿ ïîëîæåíèå è øèðèíà ðàçìûâà-
íèÿ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû è êîíòàêòíîé ãðàíèöû, öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ â
ðåøåíèÿõ. Ëèøü â íåáîëüøîé îêðåñòíîñòè öåíòðà ôîêóñèðîâêè âîëíû ðàçðåæåíèÿ,
êàê âèäíî ïî ïðîôèëÿì ïëîòíîñòè (ðèñ. 5 â, å), ðåøåíèå íà Soroban-ñåòêå îêàçû-
âàåòñÿ ìåíåå òî÷íûì (áîëåå áëèçêî ê ðåøåíèþ íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå 100  100).
Ïðè ýòîì çà ñ÷åò ñèëüíîãî ðàçðåæåíèÿ Soroban-ñåòêè â îáëàñòÿõ, ãäå ðåøåíèå èç-
ìåíÿåòñÿ ìàëî, ÷èñëî åå óçëîâ íå ïðåâûøàåò 200 200 íà ïðîòÿæåíèè ïî÷òè âñåãî
ðàñ÷åòà (ðèñ. 6). Íàêîíåö, â ÷èñëåííîì ðåøåíèè, ïîëó÷åííîì ñ ïðèìåíåíèåì íîâîé
ìåòîäèêè íà ðàâíîìåðíîé íåðàçíåñåííîé ñåòêå, â ÷àñòíîñòè, íà ñåòêå 100  100 ,
öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷è çàìåòíî íàðóøåíà (ðèñ. 5 æ), èçìåíåíèå ïëîò-
íîñòè â îáëàñòè óäàðíîé âîëíû íåìîíîòîííî (ðèñ. 5 è). Ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè
ýòè îñîáåííîñòè ñòàíîâÿòñÿ ìåíåå âûðàæåííûìè.
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Ðèñ. 5. Çàäà÷à î öèëèíäðè÷åñêîì âçðûâå â æèäêîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ñòàðîé
ìåòîäèêå íà ðàçíåñåííîé ðàâíîìåðíîé äåêàðòîâîé ñåòêå (âåðõíèé ðÿä), ïî íîâîé
ìåòîäèêå íà íåðàçíåñåííîé Soroban-ñåòêå (ñðåäíèé ðÿä) è íåðàçíåñåííîé ðàâíîìåðíîé
äåêàðòîâîé ñåòêå (íèæíèé ðÿä) â ìîìåíò t = 0:219 ñ: (à, á, ä, æ, ç)  èçîëèíèè
ïëîòíîñòè, êðàñíûå êðèâûå  íà÷àëüíàÿ ãðàíèöà ãàçîâîé îáëàñòè; (â, å, è)  ïðîôèëè
ïëîòíîñòè â ñå÷åíèè y = y0 ; (ã)  âèä Soroban-ñåòêè. Íà (â, è) êðèâûå ñ ñèìâîëàìè 







Ðèñ. 6. Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ Soroban-ñåòêè ïðè ðàñ÷åòå çàäà÷è î
öèëèíäðè÷åñêîì âçðûâå â æèäêîñòè
10 À.À. ÀÃÀÍÈÍ, Ò.Ñ. ÃÓÑÅÂÀ
5. Çàêëþ÷åíèå
Íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ êîí-
òàêòíîé ãðàíèöåé òèïà ãàç  ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ýôôåê-
òèâíîñòü ìîäèôèêàöèè ìåòîäà CIP-CUP ñ ïðèìåíåíèåì äèíàìè÷åñêè àäàïòèâíûõ
Soroban-ñåòîê. Ñ ýòîé öåëüþ ñðàâíèâàëèñü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà CIP-CUP íà ñòàöèîíàðíîé ðàçíåñåííîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå è ìîäèôèêàöèè
ýòîãî ìåòîäà íà íåðàçíåñåííûõ ñåòêàõ: äèíàìè÷åñêè àäàïòèâíîé Soroban-ñåòêå è
ñòàöèîíàðíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà
CIP-CUP íà äèíàìè÷åñêè àäàïòèâíîé Soroban-ñåòêå ïîçâîëÿåò ïðè èñïîëüçîâàíèè
ñóùåñòâåííî ìåíüøåãî, ÷åì íà ðàçíåñåííîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå, ÷èñëà óçëîâ ïîëó-
÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíîå ðåøåíèå. Ïðèìåíåíèå æå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà CIP-CUP
íà íåðàçíåñåííîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå ìîæåò ïðèâîäèòü ê âîçíèêíîâåíèþ íåôèçè÷-
íûõ íåìîíîòîííîñòåé â ðåøåíèè.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (14-01-97004
ð ïîâîëæüå a).
Summary
A.A. Aganin, T.S. Guseva. Numerical simulation of dynamics of compressible media with
contact boundaries based on the CIP-CUP method with adaptive Soroban-grids.
Some problems with shock waves and contact boundaries of the gascompressible liquid
type are solved by using a technique based on the CIP-CUP method without explicit separation
of the contact interfaces. An earlier variant of the technique was oriented to utilizing Cartesian
grids, the present modied one is intended for unstructured Soroban-grids. Solutions obtained
on the uniform stationary grids are compared to those computed on the dynamically adaptive
Soroban-grids. It has been shown that the Soroban-grids allow one to attain numerical solutions
of similar accuracy with signicantly less number of the grid cells.
Key words: (CIP-CUP method, uniform stationary grids, adaptive Soroban-grids, shock
waves, contact boundaries)
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